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Exercice 1 (6 points) 



Dans un referentiel 71(0, i, j , k), les coordonnees d’un point materiel M sont donnees par lcs 
fonctions du temps x(t ) = t, y(t ) = t(t — 1) et z(t ) = 0 oil t est lc temps. 

1) Determiner L equation cartesienne de la trajectoire du point M. En deduire sa nature. 

2) Determiner les composantes et le module de la vitesse V(M /7V) a l’instant t. 

3) Determiner V acceleration q( M/7Z ). 

4) Discuter la nature du mouvement de M en fonction de t. 

5) Determiner les vecteurs de la base de Fresnet (t, n, b), sachant que b = k. 

6) En deduire les composantes tangentiellc et normale de 1’ acceleration du point M. 

7) Determiner le rayon de courbure de la trajectoire en function de t. 



Probleme (14 points) 



Dans un repere 71(0, XYZ) suppose fixe et muni de la base orthonormee directe (i, j, k ), un cercle 
(C) de centre 0\ et de rayon a passe par l’origine O. On designe par 1Z\(0\, X{YiZi) lc repere lie 
an cercle et muni de la base orthonorme directe (ii,ji, k ). Le cercle ( C ) tourne dans le plan (OXY) 

avec la vitesse angulaire constante c o telle que (i, ii)—(j,ji) = y>(t) = c at, comme l’indique la figure 
ci-dessous. Lin point materiel M se deplace sur le cercle ( C ) avec une vitesse angulaire constante oj 

telle que (i\, e p ) — (j\, e, f ) = ip(t) = cot. On designe par 1Z 2 (Oi, X 2 Y 2 Z) le repere lie au point M et 
muni de la base orthonormee directe ( e p , e, P , k ). 

Toutes les grandeurs vectorielles doivent etre exprimees dans la base 

I- Etude du mouvement de MI dans 7 Z 

1) Exprimer les vecteurs e p et e v en fonction des vecteurs A 

et Ji. 

2) Determiner le vecteur position OM du point M. 

3) En deduire la vitesse absolue et L acceleration absolue du 

point M. 

II- Etude du mouvement de M dans IZ\ 

On suppose que Hi(0\, k) est le repere relatif, 

7 Z(0,i, j , k) etant lc repere absolu. 

1) Veriher que lc vecteur rotation 7l(7li/7l) = c ok. 

2) Determiner la vitesse relative V r = V (M /IZ\ ) et la vitesse 

d’entrainement V e du point M. 
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3) Determiner Pacceleration relative 7 r = ^(M/TZi), 1’ acceleration d’entrainement 7 e et 1’ acceleration 

de Coriolis 7 C du point M . 

4) En deduire la vitesse absolue V(M/7V) et Pacceleration absolue j(M/TZ) du point M. Comparer 

les resultats trouves avec ceux calcules en 1-3). 

Ill- Etude du mouvement de M dans 1Z 2 

On suppose dans ce cas que lc repere 712(02, e p , e V) k) est lc repere relatif, 1Z(0,i, j ,k) etant le 
repere absolu. 

1) Determiner ^(Jlo/Tli). En deduire que Q,(1Z 2 /7V) = 2uk. 

2) Determiner la vitesse relative V r = V(A / I/7l 2 ) et la vitesse d’entrainement V e du point M. 

3) Determiner Pacceleration relative 7 r = 7 ( M/TZ 2 ), Pacceleration d’entrainement q e et Pacceleration 

de Coriolis q c du point M. 

4) En deduire la vitesse absolue V(M/1Z) et Pacceleration absolue 7 ( M/1Z ) du point M. Comparer 

les resultats trouves avec ceux calcules en 1-3) et II-4). Que peut-on conclure? 



2 




1 



0.75pt 



0.75pt 



0.5pt 



1.5pt 



Universite Cadi Ayyad 
Faculte des Sciences-Semlalia 
Departement de Physique 



Annee Universitaire 2013/2014 
Marrakech le 07 Novembre 2013 
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Note : Deux methodes sont proposees pour la solution de certaines questions. Pour eviter toute confu- 
sion a, propos du bareme, seule la premiere methode est notee. Priere d’appliquer le meme bareme a la 
deuxieme methode. 

Exercice 1 (6 points) 

Les coordonnees d’un point M sont donnees dans le referentiel 1Z(0,XYZ) par les fonctions du temps 
x(t) = t, y = t(t, — 1) et z(t ) = 0 ou t est le temps. 

1) L’equation cartesienne de la trajectoire du point M est obtenue en exprimant y = y{x) : 
x(t) = t 

y(t) = t(t — 1) = x(x — 1) y = x 2 — x 



et 0 = 0. 




C’est l’equation d’une parabole. ( 0.25pt 
2) Calculons la vitesse V(M/1Z), sachant qubhe vecteur position est OJVl = xi + yj 

dOlti 



V{M/ll ) = 



dt 



n 



V(M/1Z) = xi + yj 

= i + (2t-l)j. 1^0. 5pt 

Le module de la vitesse est egal a 

V = \\V{M/n)\\ = y/v(M/K)-V(M/K) 

= >J (i + ( 2 t - l)j) ■ (T + ( 2 t - l)j) = y/l + ( 2 t-iy 2 = v 7 4t 2 - 4t + 2 . (o. 25 p^ 

3) L’ acceleration du point M par rapport a 1Z est donnee par 

dV{M/n) 



i(M/n) = 



dt 



n 



= 2 j. ( 0.5pt 

4) Le module de la vitesse, V = y/T+~(2 T--T) 2 , varie avec le temps done c’est un mouvement non 
uniforme. 1 0.5pt ) 

Pour etablirVihest accelere ou bien retarde, nous avons deux methodes. 



Methode 1 : On utilise le produit scalaire entre l’acceleration et la vitesse 

dV 



V(M/1Z) ■ 7 (M/TZ) = V- 



dt 



= (i+(2t-l)j)-2j 

= 2(2t — 1) 
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ce qui implique que a le meme signe que (2 1 — 1) : 



dv > o 

dt — u 



dV < 0 

dt ^ u 



2t — 1 > 0 => t > i mouvement accelere 0.5pt 
2t — 1 < 0 =>■ 0 < t < i mouvement retarde ou decelere 0.5pt 

Methode 2 : On calcule directement la derivee par rapport au temps du module de la vitesse V 

dV d 



CIV d, r / 7“ —7 

nr = sK'+i 2 '-'!' 

2(2t — 1) 
v/1 + (2t- l) 2 



on en deduit que ^ a le meme signe que (2t — 1), ce qui donne 

/ > 0 ==> 2t — 1 > 0 =>■ t > | mouvement accelere 

\ < 0 ==> 2t — 1 < 0 =>■ 0 < t < \ mouvement retarde ou decelere 



5) Les vecteurs de la base de Fresnet sont donnes par 

_ _ V(M/K) 

\\V(M/K) || 

i + {2t- l)j 
y/l + (2t — l) 2 ' 

Le mouvement se fait dans le plan Oxy ce qui implique que b = k. D’ou, l’expression de n est 
egale a 

ft = k At 

= t + (2f-l)J 
y/1 + (2 1 - l) 2 

~(2 1 - 1 )i+j 
v/l + (2t-l) 2 ' 

6) Calcul de ^acceleration tangentielle : deux methodes 

Methode 1 : Connaissant l’expression de 'y(MlZ) et de t, on deduit l’acceleration tangentielle par 

7 1 = i(M/U) ■ t 

V(M/1Z) 

\\V{M/K)\\ 

2(2t — 1) 

\/l + (2 1 — l) 2 

Methode 2 : On calcule 1‘acceleration tangentielle a partir de la derivee par rapport au temps du 
module de la vitesse 






It 



dV 

dt 

d_ 

dt - 



A/1 + (2t - 1) 
2(2t — 1) 



y/1 + [2t ^ l) 2 



2 
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Calcul de ^acceleration normale 7 n : deux methodes 
Methode 1 : Connaissant et n, on deduit par 

7 n = 7 (M/U) ■ n 

-(2 t- 1)1 + 3 

3 Vl + (2t-l) 2 
2 

/l + ( 2 t~l) 2 ' 

Methode 2 : On deduit 7 „ a partir de 'y(MfTZ) et 7 t par 




In = 






= 4/4 — 



4(2t — l) 2 

1 + (2t — l) 2 



1 4 — 4(2t — l) 2 + 4(2t — l) 2 
1 + (2 1- l ) 2 



\/l + (2t — l) 2 



7) Calcul du rayon de courbure R : deux methodes 
Methode 1 : on utlise 7 „ et on obtient 



R = 



^2 

In 



(l + (2t - l) 2 ) x (Vl + pt-l) 2 ') 



i( 1 + (2f- 1 ) 2 ) 



2 

3/2 




. I 0.5pt 



Methode 2 : on utilise V(M/1Z) et ^(M/IZ) comme suit 

E 3 



R = 



\\V{M/n) r\^{M/n)\\ 

\3/2 



( 1 + (2t : 1)2 ) = 1 fi -H <» - 

Ml 2 1 - > 



3/2 



Probleme (14 points) 



Donnees du probleme : 

1Z(0,XYZ) est le referentiel fixe muni de la base ( i,j,k ) ; 

X\Y\Zi) est un referentiel mobile muni de la base 

tel que (mi)=(J,Ji) = pit) = ut,; 

TZ-2(0'2, X2Y2Z2) est un referentiel mobile muni de la base 

(e p , e v , k) tel que (R, e p )=(j 1 , e/j = ip(t) = cot. lu est constante. 




Toutes les grandeurs vectorielles doivent etre exprimees dans la base 
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I- Etude du mouvement de M dans IZ 

1) Expressions de e p et en fonction i\ et ji : 

nous projetons les deux vecteurs respectivement comme suit 



e p = cosipii + sin</jji ( 0.5pt 
e v = — siin^ii + cos(/?ji l0.5pt 



0.5pt 



2) Expression du vecteur position OM de M : 



2.5pt 



(DAI — OOi 0\M — aii d - aep 

= a ^ii + cos<pii + sincpji 



= a (1 + cos(/j)ii + sint^ji . (0.5pt 



3) Expressions de la vitesse V(M/1Z) et de l’acceleration "j{M/lZ) : 




V(M/K) = 



dOM 



dt 



iz 



—ipsimpii + (1 + costy?) 



di\ 

dt 



ipcosipji + sin^j 



iz 



dj i 
dt 



iz 



au — 2sin</?i 1 + (1 + 2cos<p)ji . (^lpt^) 



et 



7 (M/K) = 



dV{M/n) 



dt 



iz 



= aw 2 — 2cos</?ii — 2sin<pji — 2simpj\ — (1 + 2cos<^)ii 



= —aw 



(1 + 4cos</?)ii + 4sin(/?ji 



. (L5pt) 



II- Etude du mouvement de M dans 1Z\ 

1) Verifions l’expression de Q(lZi/1Z) : 

i i = cos ipi + sin tpj 



dii 

dt 



= ipj ! = ipk A ii 



iz 



comme 



di\ 

dt 



JZ 



dii 

dt 



d - t2(7^-i/7^-) A ii — fl(lZi/TZ) A ii 



IZi 



en comparant cette derniere expression avec celle calculee auparavant, on en deduit que 



lpt 



d(TZi/TZ) = (pk ( 0.5pt 



2) Expressions de V r = V(M/TZi) et de V e de M : 
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V r = 



n i 



dOjti 

dt 

d_ 

dt - 



= aui ( — sinc/j*i + cosip ji ) . I 0.5pt 



a I cos(/jji + sin(^ji 




et 



V e = ViPxjTl) + VHTh/K) A 0\M 



= aujji + auik A 



cospi\ + sin^ji 



= aui 



— sinc/j*i + (1 + cosp)j\ 



3) Expressions de tv = 7 e et de 7 C : 

dV r 



lr = 



dt 



= —aui 



cos</?ii + sinyjji 




. 1 0.5pt 



et 



7e = 



dV{0/K) 



dt 



dnyh/K) 



n 



dt 



a 0\M + wjh/n) a {n(Th/n) a o ± m) 



K 



= aui 



= —aui 



—i\ + k A (/A e p ^ 
ii e p 

(1 + cos(/?)ii + sin(/?ji 




. I 0.5pt 



et 



7 C = 2Q,(TZi/lZ) /\V r 

= 2aui 2 k A siniysii + cospji 



= —2aur ^cost/3*i + sintpji 

4) Expressions de V a = V(M/TZ) et de 7 a = 'y(MlZ) : 

K = Vr + Ve 

= au sirn^zi + cospji'j + aui 



) . (o.5pt 



= aui 



— 2 sintp*i + (1 + 2 cos(p)ji 



— sin<£ii + (1 + cosv?)ji 




et 



7 a = 7r + 7e + 7c 

= -aui 2 (cospii + sinyy'i) — aw 2 



(1 + cos</j)ji + sin^jq 



— 2 aui 2 ( cosyjii + sinyij 



= —aui 



(1 + 4cos</?)*i + sintpji 



. I 0.5pt 

On note que les resultats obtenus par decomposition des mouvements sont identiques i 
obtenus par le calcul direct. ( 0.5pt) 



) 

ceux 
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III- Etude du mouvement de M dans 7 Z 2 

1) Expression de O (7^2 /7£) ■ 

Methode 1 : 

Expression de ^(T^/T^i) : 



- de p 

e p = cos^zi + smt/?ji =>■ — 



= ipe v = tpk A e p 



n i 



comme 



de p 

dt 



Ki 



de p 

dt 



+ il(TZ 2 /TZi) A e p — fl(lZ 2 /lZi) A e p 



n 2 



en comparant cette derniere expression avec celle calculee auparavant, on en deduit que 



Comme Q,(lZi/TZ) 

fLilh/ll) = 2 wk. 

Methode 2 : 



ti(lZ 2 /lZi) = <pk 




= u>k et Q(1Z 2 /1Zi) = Lok ce qui implique que fl(TZ 2 /lZ) 

0.5pt) 



n{n 2 /n{) + 



ds 

e p = cos(2 ip)i + sin(2 ip)j ==> - -£ 



n 



2 <p sin(2(/?)t + cos(2y>)j^ = 2 coe^ = 2 wfc A i 



avec e v = — sin(2<^)i + cos(2 ip)j. Comme 



dep 

dt 



n 



dep 

dt 



Q(lZ- 2 /lZ) A e p = fl(TZ 2 /7Z) A e p 






et en identifiant cette derniere expression a cclle trouvee dans l’expression precedente, on deduit 
que 



lpt 



1.5pt 



n(n 2 /TZ) = 2 uk. 

2) Expressions de V r = V(M/ TZ 2 ) et de V e de M : 



Vr = 



dO\M 



dt 



= a- 



n 2 



dep 

dt 



= 0. 



n 2 




et 



3) Expressions de 7 r 



V e = V(Oi/TZ) + n(TZ 2 /TZ) A O x M 
= aujji + 2 cook A e p 
= auji + 2 auj sin^ii + costpji^ 



— 2simpi\ + (1 + 2cos<^)ji 



7 (M/K 2 ), 7 e et 7 C : 




7 r 



dV{M/n 2 ) 

dt 



n 2 



= 0 
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et 



7e = 



dV^/K) 



dt 



+ 



n(n 2 /n) 



n 



dt 



n 



a OiTil + n(n 2 /n) a (n(n 2 /n) a OiaI) 



= — aw 2 *i + 2w/c A ( 2w/c A ae 



2ujk A ae/j 



= — aw 2 *i — 4aw 2 e„ = —aw 2 



(1 + 4cos</>)ii + 4sin</3ji 




% = 2n{n 2 /TZ) av(mk 2 ) = o. (o. 5 pt 

5) Expressions de la vitesse absolue V a = V(M/1Z) et de j a — j( M/TZ ) : 



et 



V a = V (M/TZ) = V r + V e 

= auj — 2sin</?*i + (1 + 2costy?)ji 

7 a = TV + 7e + 7c 




= —aw 



(1 + 4cos<^)ji + 4sin<£ji 




. 1 0.5pt 



On constate de nouveau que V a et "j a sont identiques aux expressions trouvees en 1-3) et II- 
4). (o.5pt) 

On en^eenclut que les expressions de V a et de qq sont independantes du clioix du referentiel relatif. 



Elies ne dependent que du referentiel absolu. ( 0.5pt.) 
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